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 �¡8¢M£¥¤�¦�§B¨d©zªb«­¬I¦�§®¦¯¡D°B£�¦�°®±s¨8ªM²P¨d©6³-¡sªb«�¡M´OµO¶�·�¨F²�¦'ªb¸"©¹¨!§®£º²�¨d·�¢b°�«�¨F¡»¨d©6°®±M¦¼ªc«­¬I¢M²=«�¨F¡»¦'½8¢-µT°¾«S¨F¡

±-µ'¿D¦`¤
¦¯¦'¡À¤b§�«�¦�ÁMÂ»ªM¦'²�¶�§�«�¤
¦'ªIÃ4Ä6µd¶®±À¨F¡s¦`±-µd²�µOÅYµm§�°�«�¶'¢b·,µT§�°�ÂbÅ�¦¼¨d©zªs¨F£Oµm«�¡�ÆÇ¤
¨1¢M¡MªYµm§�ÂV¶¯¨1¡Mªb«È°¾«�¨1¡IÆ
¨!§h«�¡c«­°�«,µm·É¶'¨F¡sªb«­°�«�¨1¡W°®¨`ÊP±c«�¶®±W«­°h«�²hÅ-µT§�°�«�¶¯¢c·,µm§�·­ÂW²�¢b«È°�¦'ªIÃ

ËOC!A8A8QkÌ­\`f+�]QÍK1RdE�GYQe\uG
j,�ÇRdE�GYQÍ\ÏÎ ¦¯¡s¦�§�µm·È·­ÂÐµdÅMÅb·­«S¶Tµd¤b·�¦O°®¨V«�¡b³Y¡b«­°®¦OªM¨1£Oµm«�¡M²'Æ6Ñ'¦�§®¨d¸"Á-¢8ÒÓ¶¯¨1¡Mªc«­°�«�¨F¡s²
µT°h«�¡b³-¡c«­°�Â1Ã

_IADa�ZbC!ZcRdE�GYQeGYf�gÔZbCFE�Zcikj�A8\[Õ «�¡b«­°®¦h¨!§w«�¡c³-¡c«­°�¦�·­Â`Å
¦�§¾«S¨cªc«�¶hªM¨1£ÖµT«�¡M²]Êh«­°®±¼©"µ!¶�°®¨!§�µ!¤c·�¦h¤
¨F¢M¡sª-µT§�Â¥µd¡Mª
«�¡c«­°�«,µm·Í¶'¨1¡Mªb«­°�«�¨1¡M²'Ã

yzZcakj�ZMKDA|{kC!ZMQ]\uf+GsC!X[\[× «�£�¦�¸+ªs¦¯Å
¦'¡MªM¦'¡D°J¤
¨1¢M¡sª-µm§�Â�¶¯¨1¡Mªc«­°�«�¨F¡s²w¨F¡�µB²�¦'£4«­¸"«�¡c³-¡c«­°®¦�Ø¹Êh«­°®±`Ñ'¦�§®¨�Á-¢cÒ
µT°�Ù�Ú�¨!§h³-¡c«­°®¦BªM¨1£Oµm«�¡s²¯Ã

}~ADRulÍGIHÛG-fh��XÜZMrYA8\ ÄÍÒc°®¦'¡M²=«�¨F¡O¨d§�¦®Òc°�§'µd¶�°¾«�¨1¡�¨!©Jµ�²�¨d·�¢b°�«�¨1¡�©,§®¨1£Ýµ�Þb¡M¨uÊP¡�²�¨!·�¢c°¾«�¨1¡O¨F¡Oªc«­¬I¦�§®¦'¡D°
ªs¨F£Oµm«�¡�Ê�«È°�±oµ6ß=¢Mªb«S¶�«�¨1¢M²w¶®±s¨!«�¶'¦h¨!©Y«�£Öµd´F¦�²�¨F¢c§�¶'¦hµ!¡sª`²=«�¡bÞ¼«�¡c«­°�«,µm·M¶'¨F¡sªb«­°�«�¨1¡M²�©¹¨!§6µBÅYµm§�°�«�¶'¢b·,µT§
²�¦�°P¨!©�¤�¨1¢M¡sª-µm§�Â�¶¯¨1¡Mªc«­°�«�¨F¡s²¯Ã
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â ¨uÊ�¦�¿ã¦�§TÆD£Oµ!¡DÂ�Åc§®¨F¤b·�¦'£�²ÉÊh«­·­·b¡s¨!°]©)µT·­·8«�¡D°®¨P°®±M¦'²�¦z¶uµm°®¦'´F¨d§¾«�¦'²�äåµ!¡sª¼¦�¿D¦¯¡�«­©-°®±s¦�Â�ªM¨h°®±M¦�²�¨!·�¢c°�«�¨F¡
£Oµ'ÂÖ¤
¦�¦�«­°®±M¦�§h°®¨8¨�ªb«­æ�¶¯¢c·­°P¨!§P«�£�Å
¨F²�²=«�¤c·�¦B°®¨o¨F¤b°�µT«�¡IÃ�ç.°P£Öµ'ÂW¤
¦Ô²®µm«�ªLÊh«­°®±t²�¨F£�¦Ô¶¯¨1¡b³-ªs¦¯¡s¶¯¦�°®±-µT°
£�¨F²=°hÅb§®¨F¤c·�¦¯£�²k°�±Yµm°�Âã¨1¢|µd²hÅb§®¨!©¹¦'²¾²=«�¨1¡-µT·É£ÖµT°®¦�§�«,µT·�²h²�¶�«�¦'¡D°�«�²=°®²�Ê�«­·È·É©)µd¶¯¦�£Oµ'ÂO¤�¦ÔªM¦'²�¶�§�«�¤
¦'ªW°®±8¢M²'Ã

× ±s¦B©¹¨!·­·�¨uÊh«�¡s´`³s¿ã¦Ô²=°�¦'ÅtÅc§®¨F´d§'µd£?«�²hªs¦¯²=«�´1¡M¦'ªW°®¨èµT«�ªWÂD¨F¢W«S¡WÂã¨1¢b§h½8¢M¦'²=°uÃêé�ë

ì ÃÔí�§�µ'Êîµ¥Åb«�¶�°®¢b§®¦
ï ÃÔç)¡D°®¦¯´d§�µm°®¦B¤DÂWÅ-µT§�°®²

0 Ã� �°�°®¦¯£�Åb°�°®¨`²�¨d·­¿ã¦Ô°®±M¦ÔÅ-µT§�°�²�¢M²=«�¡s´4µd¡|µ!ÅsÅb§®¨FÅc§�«,µm°®¦�£è¦�°®±M¨8ª

à Ã Î ¨¥°�¨�°®±M¦�ð
«�¤b§�µT§�ÂLµd¡MªL¶¯¨1ÅãÂtµd¡W¦®Òc«�²�°�«�¡s´�²¾¨d·�¢b°�«�¨1¡
ñ ÃÔòh²�¦�¤c§�¢c°®¦P©¹¨!§®¶¯¦

ó � ��78>~ô �z� �
> �Àõ �Ô<?> � :=�
3 �¼ö >Í7b÷ �Pø 5
 ù¶�·�¨1²�¦¯ªc¸)©¹¨d§�£ ²�¨!·S¢b°�«�¨F¡ú«�²Wµm·­Êhµ'Âb²ÖÅc§®¦�©¹¦�§�µd¤b·�¦dÃ Õ §®¨1£ µÜ¶�·�¨1²�¦¯ªb¸"©¹¨!§®£ ²�¨!·�¢c°�«�¨F¡�Æ�¨1¡M¦V¶Tµd¡eªb«�²=¸

°�«�¡M´1¢b«�²�±;«�£�Å�¨d§�°�µ!¡D°`Ås±ãÂb²=«�¶uµm·PÅYµm§�µd£è¦�°®¦�§®²�©�§®¨F£û·�¦'²�²4«�£�Å
¨!§�°�µd¡D°`¨F¡M¦'²'üh¨F¡M¦Ö¶Tµd¡�µ!¡-µT·­ÂbÑ¯¦Ö·­«�£o«­°�«�¡M´
¶uµ!²�¦¯²¼µd¡Mª»ªM¦'¶¯¨1¡M²=°�§®¢M¶�°�µÖ²�¨!·�¢c°¾«�¨1¡»°®¨�¿8«�²�¢-µT·­«�Ñ¯¦o«­°®²ÔÅM±DÂb²=«�¶TµT·w«�£�Åb·­«�¶uµm°�«�¨1¡M²'Ã â ¨uÊ�¦�¿ã¦�§uÆÍ¶�·�¨F²�¦'ªb¸"©¹¨!§®£
²�¨!·�¢c°�«�¨F¡s²Pµm§®¦�²�¨1£è¦�°�«�£�¦¯²k°�«�£è¦�¸+¶'¨F¡M²�¢s£4«�¡s´¼¨!§h«�£�Å
¨F²�²=«�¤c·�¦!Ã

ý ¢M£�¦�§�«�¶uµm·z£�¦�°®±M¨8ªM²�¶uµ!¡;¤�¦�¢M²�¦�©.¢c·�µd²`µt·,µd²=°WØ"¤b§®¢b°®¦¥©.¨d§®¶¯¦mÚ�§®¦¯²�¨d§�°TÃ Õ ¢b§�°®±s¦�§®£�¨!§®¦dÆÍ¡8¢M£�¦�§�«�¶uµm·
£�¦�°®±s¨cªs²`¶uµ!¡eµT·�²�¨[¤
¦tµÀ¢s²�¦�©¹¢b·hþ-ÿ�����¨!©B³Y¡Mªc«�¡M´[µ»¶�·�¨F²�¦'ªb¸"©¹¨!§®£ ²�¨d·�¢b°�«�¨1¡cäÐ°®±M¦O¿8«�²�¢Yµm·­«�Ñuµm°�«�¨1¡�¨d©�µ
¡8¢M£�¦�§¾«S¶TµT·Ç²�¨d·�¢b°�«�¨1¡WÊh«­·­·Í¨d©,°®¦'¡tÅc§®¨u¿c«SªM¦B¶�·�¢M¦'²P¨!©�¢M²�¦�©.¢c·Íµ!ÅsÅb§®¨¯Òc«�£Oµm°�«�¨1¡M²�¨!§h²�¨!·�¢c°¾«S¨F¡t²=°�§�µT°�¦'´!«S¦¯²'Ã

 �°Jµd¡DÂP§�µm°®¦dÆT°®±s¦�°®¨c¨d·�²Éµd¡Mª�°�¦'¶®±M¡c«�½8¢M¦'²É¨d©b¡c¢s£�¦�§�«�¶uµm·F£�¦�°®±M¨8ªM²
±-µ'¿D¦w¤
¦¯¶'¨F£�¦�Å-µT§�°É¨!©8°®±M¦]§®¦'½c¢c«�²=«­°®¦
µ!ÅsÅ-µT§�µm°®¢M²�¨d©Çµ�£ÖµT°®¦�§�«,µT·�²w²�¶�«�¦'¡D°�«�²=°uÃk Ð©.¦�Ê�£è¦�°®±M¨8ªs²J¨d©I¡8¢M£�¦�§�«�¶uµm·­·­Â`²�¨d·­¿8«�¡M´�°®±M¦�ªb«­¬I¢M²=«�¨1¡4¦'½8¢-µT°�«�¨F¡
µm§®¦Ô«�¡D°�§®¨8ªM¢s¶¯¦'ªt¤
¦�·�¨uÊ�Ã × ±M¦'²�¦¼µm§®¦¼¡M¨d°P¡M¦'¶¯¦'²�²®µm§�«­·­Ât°®±s¦�¤�¦'²=°B£�¦�°®±M¨8ªs²�äÛ¨!§�°®±M¦Ô©)µd²=°®¦¯²=°`Ø¹ÊP±b«�¶¾±t¶Tµd¡
¤
¦�µd¡t¦'¡ã°�«­§®¦�·­ÂWªb«­¬I¦�§®¦¯¡D°�°®±b«�¡s´4µm·­°®¨1´F¦�°®±M¦�§¯Ú®Ã â ¨uÊ�¦�¿D¦�§uÆM°®±s¦�ÂWµm§®¦Ô²�¢bæ�¶�«�¦'¡D°�·­ÂW´F¦'¡M¦�§�µm·Íµd²�°®¨¥²¾¦�§�¿ã¦�µ!²
µ`²=°�µT§�°¾«S¡M´`Å
¨!«S¡D°�©¹¨!§P£Oµ!¡DÂO¡8¢M£�¦�§�«�¶uµm·I£�¦�°�±s¨8ªM²'Ã

  °�ÂsÅc«�¶TµT·h³M§®²=°èµdÅMÅb§®¨Dµ!¶®±Ó«�²¥°®¨Àªb«�²�¶�§®¦�°�«�Ñ'¦t²�Å-µd¶'¦t²�¨»°®±-µT°`°®±M¦W²�¨d·�¢b°�«�¨1¡ÛµT°Öµd¡DÂú¨1¡M¦O°�«�£�¦O¶Tµd¡
¤
¦4§®¦'Åb§®¦'²�¦¯¡D°®¦'ª ¤DÂ»¿Fµm·S¢M¦¯²oµm°4µL²�¦�°`¨d©PÅ�¨d«�¡D°®²��mØ���
	���
 Ú�µ!¡sª[°®±M¦o¿FµT·�¢M¦'²�°®±-µm°`£Oµ'ÂÀ¤
¦4«S¡ã°®¦�§®Å
¨!·,µT°®¦¯ª
¤
¦�°�Ê�¦'¦¯¡Ö°®±M¦'£tÃ

ç)¡O°®±M¦����
��������������������� �PµdÅMÅb§®¨Dµ!¶®±�Æ8°®±M¦P¿FµT·�¢M¦'²h¨F¡W°®±s¦B´d§¾«SªW¶Tµd¡t¤
¦B¢s²�¦¯ª|µd¡MªLµ¼ªb«�²�¶�§®¦�°®¦�¿ã¦�§®²�«�¨1¡
¨!©wµ`²�ÅYµm°�«,µT·ÉªM¦�§�«­¿Fµm°�«­¿D¦�«�²h¨1¤b°�µT«�¡M¦'ªO«�¡W°®¦�§®£è²�¨!©�ªb«­¬I¦�§®¦¯¡s¶¯¦'²Pµm°h°®±M¦Ô´!§�«�ªLÅ�¨d«�¡D°®²'Ã

!�"$#&%('*) +*,.-�/0) -&-�/�+*12,�3(-�/0465�7&4 8:961<;�8:3(-�->=?7&3('@'BAC4D82) EF4 G�-H)DI�=J-K=6;B3L4�AM56+ON�%(G�'@-K=J-�/0) -H=�4 GP7Q+O'O'BAR)S%�3:TVUXWQWLY
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Õ ¨!§�«�¡M²=°�µ!¡s¶¯¦dÆ8«�¡�°�Ê�¨¼ªc«�£�¦¯¡s²�«S¨F¡M²'Æ8µ�ªb«�²�¶�§®¦�°®¦P¿D¦�§®²=«�¨1¡O¨!©I°®±M¦PðÇµ!Åb·�µ!¶�«,µ!¡W¨1¡Öµ�²�½8¢Yµm§®¦P´d§�«�ªè¨d©Í²=«�Ñ'¦ZIÆ�[oé�\ ]_^]_` ^ba ]_^]Dc ^ ÆM£Oµ'ÂOªM¦�§�«­¿D¦'ªtªb«­§®¦'¶�°�·­ÂO©�§®¨F£ °®±M¦�ªs¦�³Y¡b«­°�«�¨1¡W¨!©6µ¥ªM¦�§�«­¿FµT°�«­¿ã¦�d
a �mØ �Q�De a Z�Ú[ é �TØ �Q��e Úf\ a �mØ �hg Z ��e Ú g à �mØ �Q��e Ú a �mØ � a Z ��e Úa �mØ �Q�De�g Z�Ú Ø ìuï ¸ ì Ú

ç)¡t°®±s¦P���
�����h�jik��l������Pÿ¾þDþ<� mmÿn�SoãÆ-µo³s°�°¾«S¡M´o©.¢s¡M¶�°�«�¨1¡V²¾¢s¶®±Àµ!²Bµ�Å
¨d·­Âb¡M¨F£o«,µT·É«�²B¨1¤b°�µT«�¡M¦'ªt©¹¨!§�°�±s¦
§®¦¯´d«�¨F¡s²�¤
¦�°�Ê�¦¯¦'¡»°®±M¦`Å
¨d«�¡D°®²�µd¡Mª»°®±M¦¥¶¯¨8¦�æè¶�«�¦¯¡D°®²�¨d©z°®±M¦¼³s°�°�«�¡M´�©¹¢M¡M¶�°�«�¨F¡[µT§®¦4ªs¦�°®¦�§®£4«�¡s¦¯ª»¤DÂV°�±s¦
¿Fµm·�¢s¦¯²BµT°h²¾Å
¦'¶�«È³-¦¯ªVÅ
¨!«�¡D°®²ÔØ"¡M¨8ªs¦¯²�Ú¾Ã

ç)¡t¦uµ!¶®±L¶Tµd²�¦!ÆM°®±s¦�²�ÅYµm°�«,µm·ÇªM¦�§�«­¿FµT°�«­¿ã¦Ô¶uµ!¡t¤
¦Ô¢M²�¦'ªW°®¨`«­°®¦�§�µm°®¦�°®±M¦B²�¨d·�¢b°�«�¨1¡W«�¡W°�«�£�¦dÃ
ç)¡�°�±s¦qp�m��_rzÿ�� �s�������������M���K�utvl��6�>oMm��TÆD°®±M¦PªM¦�³-¡c«­°�«�¨F¡�¨!©�°�±s¦h°�«�£�¦�ªs¦�§�«­¿FµT°�«­¿ã¦h«�²�¢s²¾¦'ªo°®¨�«�¡b©¹¦�§�°�±s¦

²�¨!·�¢c°�«�¨F¡|µT°P²�¨F£�¦P°�«�£�¦xwzyW·,µm°®¦�§uÆ-¦dÃê´bÃw©¹¨!§h°®±M¦Ôªb«­¬I¢M²=«�¨1¡W¦'½8¢-µm°�«�¨1¡&d�mØ �H��e{��
 a w�yÇÚ�\|�TØ �Q��e
�$
 Ú a.} Ø:[ éªc«�²�¶�§®¦�°®¦ �mØ �H��e{��
 Ú�Ú$w�y Ø ìuï ¸ ï Ú

â ¨uÊ�¦�¿ã¦�§uÆM°®±b«S²�£�¦�°®±M¨8ªO¤
¦¯¶'¨F£�¦'²�¡8¢s£è¦�§�«�¶uµm·­·­ÂO¢M¡s²�°�µd¤b·�¦�©.¨d§h°�«�£è¦�¸+²=°®¦¯Ås²z·,µT§®´F¦�§h°®±-µd¡~w�yX�|Z é�� } Ã

 P¡s¨!°®±M¦�§h£è¦�°®±M¨8ª�Æc¶uµm·­·�¦'ªW°®±s¦z�DlPþ&i���������m0�����®ÿ������������SoMmni*��m��~l��6�>o
m��TÆb¢M²�¦¯²�Å-µT§�°�¨d©É°®±M¦�Åb§®¦�¿8«�¨F¢s²
²�¨!·�¢c°�«�¨F¡4µd¡Mª`ÅYµm§�°�¨!©
µ!¡¼«�£�Åb·È«�¶�«­°w©¹¢b°®¢b§®¦6²�¨d·�¢b°�«�¨1¡¼°®¨B¦®Òc°®¦¯¡sª¼°®±M¦�²�°�µd¤b«­·­«­°�Â¼¶¯¨1¡Mªb«È°¾«�¨1¡IÃ × ±b«�²]«�¡M¶�§®¦Tµd²�¦¯²
°®±M¦`¡8¢s£è¦�§�«�¶TµT·w²=°'µd¤b«­·­«È°�ÂÀµm°Ô°®±M¦`¦®ÒsÅ�¦'¡M²�¦¥¨!©z±Yµ'¿8«�¡M´O°®¨O«�¡D¿D¦�§�°¼µO²�¦�°¼¨d©6·­«�¡M¦uµm§¼¦'½8¢-µT°¾«S¨F¡M²�°®¨W¨F¤c°'µT«�¡
°®±M¦�� ©.¢c°®¢b§®¦0�M²�¨d·�¢b°�«�¨1¡IÃ
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uj uj+1 uj+2uj−1uj−2

t

t + τ/2

t + τ

t + 2τ
Forward Euler

uj uj+1 uj+2uj−1uj−2

Crank−Nicholson

Õ «�´F¢c§®¦ ìTï ¸ ì d��k���*���(�S�K�6� �����s�0���_��� ���F�¢¡£���C¤¥¤�� ¦&���C�0��§��s����¤¥�k¨ ©F�*��§�� �£�S��¨J�Sª�� �����K�6�S�����«¨?�S�_���u¤B��¬­����®��¨z©F�O��§�� �s¨?�_�S���u¤¯���$���z°n��������� �(�C��¨±�_���~���j���0���C��¤²�$�����6�S�����«�$�³�(���F´��k�O��µ��s�S���¥�B�F¨?�0����§j����S��¨?�_ª:�¶����©u¬· ¨!§®¦ÔªM¦�°�µm«­·�²�£Öµ'ÂO¤
¦B©¹¨F¢s¡MªO«�¡Ö°®±M¦P°®¦®Òc°®¤�¨8¨dÞWµ!¡MªÖ«­°®²h¶�«­°®¦'ªW§®¦�©.¦�§®¦¯¡M¶'¦'²'Ã

¸ :�¹4��5M: � �±ºe:�7b÷ ö �¼» :=�Ô�¾½8��78> ��¿ 36�
>J5
× ±s¦t£�¦�°®±s¨8ªM²`©¹¨!§O²�¨!·È¿c«S¡M´[°®±s¦tªb«È¬Ç¢s²=«�¨F¡�¦'½8¢-µT°�«�¨F¡eµd¤
¨u¿ã¦LÊ�¦�§®¦tÅb§®¦'²�¦¯¡D°®¦'ªÏ©.¨d§W¶Tµd²�¦¯²O¨d©�³bÒs¦¯ª

¤
¨F¢s¡Mª-µT§�Ât¶'¨F¡Mªc«­°�«�¨F¡s²'Ã â ¨uÊ�¦�¿D¦�§uÆÉ°®±s¦�§®¦¼£Oµ!¡DÂt¦®ÒYµ!£�Åb·�¦'²Ô¨!©6Þ8«�¡s¦�°�«�¶`Åc§®¨8¶¯¦'²�²�¦¯²�«�¡»£ÖµT°®¦�§�«,µT·�²BÊP±s¦�§®¦
¤
¨F¢s¡Mª-µT§�«�¦¯²hØ"¦dÃê´bÃ�«�¡D°®¦�§¾©"µ!¶'¦'²'ÆcÅs±-µ!²�¦h¤
¨F¢s¡MªYµm§�«�¦'²�ÚÍ£�¨u¿D¦z«�¡o§®¦'²¾Å
¨1¡M²�¦h¨!§xÀ��D��ÿ0Áu�_�k¨!©Iªc«­¬Ç¢s²=«�¨F¡�ÃÃÂ�¦�·�¨uÊ�Æ
£�¦�°®±s¨cªs²]°�¨Ô°�§®¦uµm°6²�¢M¶®±�Åc§�¨1¤b·�¦'£�²�Ê�«È·­·-¤
¦h²�±M¨uÊP¡`°®¨�¤
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