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¡�¢i£y¤¦¥§©¨Mª!«¬_®°¯�§�¨�§)¢C±e¤�§©±³²Jªi¬y´Mªa«uµ-¢y¬`®�¢y¶I·L¸�¹�ªE´�§)¬_º"«»ª!¨³¤¼´�ªa¹�£_±�®�ª1¢½ªa«6±³²y§¾¬`®°¯�£y´�®�ª1¢½§)¿i£-·Q±�®�ªE¢

²-·)ÀC§q¥§�§)¢Á¥_¨�®�§�ÂyÃS¬y§)´�¸©¨�®�¥§)¬�ÄqÅ6·a¸³²WªE¢J§q²-·a´�·ÇÆ-·k¨�±�®�¸)£_¹'·Q¨�± Ã_Æ]§¦ª!«x¬JªE¤L·k®�¢]È�¥]ª1£y¢J¬-·k¨�Ãr¸)ª1¢y¬_®°±�®�ª1¢�È
ª!¨�®�¢`®°±É®�·k¹p¸)ªE¢J¬_®°±�®�ª1¢I±³ª¾ÊM²_®P¸³²I®°±Ë®�´MÆU·k¨�±�®�¸�£`¹'·k¨�¹°ÃL´�£_®°±³§)¬�Ä

ÌÇB!A`AiNhÍ°Xqc,�YNpH1OaD�FUNÎXsFg'�ÏOaD�FUNpXÑÐ §�¢J§©¨©·Q¹°¹°ÃÒ·!ÆJÆ_¹°®�¸s·!¥`¹�§I±³ª�®�¢_µU¢_®°±³§L¬yª1¤L·k®�¢J´�ÈuÓ)§©¨³ªaº"Â-£`ÔÕ¸�ª1¢y¬_®Ö±É®PªE¢y´
·Q±�®P¢_µ-¢`®°±�Ã1Ä

[�AC^�V_B!V`OaD�FUNbF-c�deV_BED�V`fhg�AiXW× ®�¢_®°±³§Ëª!¨u®�¢`µ-¢`®°±³§©¹°ÃqÆ§�¨�®�ªi¬_®�¸�¬yª1¤Ø·Q®�¢y´YÊË®°±³²q«"·!¸�±³ª!¨©·a¥_¹�§�¥]ª1£y¢J¬-·Q¨ÉÃq·a¢y¬
®�¢`®°±�®'·k¹Ù¸)ªE¢J¬_®°±�®�ª1¢y´)Ä

wxV`^hg�VyHCA{zhB!VJNpXsc,FJB!TWXÁÚ ®�¤�§©º,¬J§�Æ§)¢y¬y§)¢C±u¥]ª1£y¢J¬-·Q¨ÉÃ�¸)ªE¢y¬`®°±�®�ªE¢J´uªE¢�·�´�§)¤4®°º"®�¢`µ-¢`®°±³§�Û»ÊË®°±³²qÓ)§©¨³ª�Â-£iÔ
·Q±�Ü�Ýxªa¨Ëµ-¢`®°±³§e¬JªE¤L·k®�¢J´)Ä

|}ACOsjpF�GbFUcM��TWVyoUAiX ÅpÔ`±³§�¢J´�®�ªE¢Lªa¨�§³Ô`±É¨©·a¸©±�®�ª1¢Lª!«�·�´Éªa¹�£_±�®�ª1¢�«'¨³ª1¤Þ·�ß_¢yªsÊM¢L´�ª!¹�£`±É®PªE¢LªE¢L¬`®°¯�§©¨³§)¢C±
¬JªE¤L·k®�¢�ÊË®°±³²\·6à�£y¬_®�¸�®�ª1£y´u¸³²yªa®�¸)§�ªa«U®�¤Ø·a¶E§�´�ªE£`¨³¸�§�·!¢y¬\´�®�¢_ß�®�¢_®Ö±É®�·k¹-¸)ªE¢J¬_®°±�®�ª1¢y´Y«.ªa¨x·�ÆU·k¨�±�®�¸)£_¹'·Q¨
´�§�±Mª!«�¥]ª1£y¢J¬-·Q¨ÉÃ�¸)ªE¢y¬`®°±�®�ªE¢J´)Ä
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â ªsÊ�§©ÀC§�¨QÈC¤Ø·a¢CÃeÆ`¨³ªE¥_¹�§)¤�´�ÊË®°¹°¹y¢Jª!±Y«$·Q¹°¹i®�¢C±�ª�±³²y§)´�§x¸s·k±³§�¶1ª!¨�®�§)´�ãä·!¢J¬¾§©ÀC§�¢�®°«-±³²J§©Ã�¬yªË±³²y§h´�ª!¹�£_±�®�ª1¢
¤L·)ÃØ¥§�§�®°±�²J§©¨Ë±³ªiª�¬_®°å�¸�£`¹°±Mª!¨Ë®�¤�ÆªE´�´�®�¥_¹�§�±³ª\ªE¥_±©·Q®�¢�Ä�æ.±M¤Ø·)ÃL¥§�´³·k®�¬çÊË®°±³²I´�ªE¤�§e¸)ªE¢`µ-¬J§�¢J¸�§�±³²-·Q±
¤�ªE´�±�Æ`¨³ªE¥`¹�§�¤�´±�²U·k±�Ã8ª1£{·a´ËÆ_¨³ª!«»§�´�´�®�ª1¢-·Q¹Ù¤Ø·Q±³§©¨�®'·Q¹�´Ë´�¸©®�§)¢C±�®�´�±³´�ÊË®°¹°¹Ï«$·a¸�§�¤L·)ÃL¥]§�¬y§)´�¸©¨�®�¥§)¬I±³²i£y´)Ä

Ú ²J§M«.ªa¹°¹�ªsÊË®�¢y¶\µJÀ8§�´=±³§)ÆrÆ`¨³ªE¶a¨)·a¤è®�´Ë¬y§)´�®�¶E¢J§�¬Ø±³ªÇ·Q®�¬IÃCªE£I®P¢IÃ8ª1£_¨Ë¿i£y§)´�±sÄêé�ë

ì Ä�í�¨©·)Êî·¦Æ_®�¸�±³£_¨³§
ï Ä�æ$¢C±³§�¶a¨©·k±³§�¥CÃIÆ-·Q¨�±³´

0 Ä�¡±�±³§�¤�Æ_±±³ª4´�ªa¹°À8§�±³²y§�ÆU·k¨�±³´Ë£y´�®�¢J¶4·!¢�·!ÆJÆ_¨³ªEÆ`¨�®'·k±³§�¤�§�±³²yªi¬

á Ä Ð ª¦±�ª�±³²y§�ð®�¥_¨©·Q¨�Ãç·a¢y¬r¸)ª1Æ8Ãr·a¢I§³Ô_®P´=±�®�¢J¶Ç´�ªa¹�£_±�®�ª1¢
ñ Ä�òË´�§�¥_¨³£`±³§M«.ªa¨³¸�§

ó � ��7i>}ô �x� �> �Áõ ��<è> � :��3 �¾ö >p7_÷ �Mø 5
¡¼¸�¹�ª1´É§)¬_º"«»ª!¨³¤ ´�ª!¹�£`±�®�ªE¢�®�´I·k¹°Ê�·©ÃJ´LÆ`¨³§©«»§©¨©·a¥_¹�§aÄ × ¨³ªE¤ ·W¸�¹�ª1´É§)¬_º"«»ª!¨³¤ ´�ª!¹�£`±�®�ªE¢�ÈËª1¢y§{¸s·a¢Î¬_®�´�º

±�®�¢y¶1£_®�´�²;®�¤�Æ]ªa¨�±©·!¢C±qÆJ²8Ã_´�®�¸s·k¹ËÆ-·Q¨©·!¤�§�±�§�¨³´¾«�¨³ªE¤ù¹�§)´�´4®�¤�Æª!¨�±©·a¢C±qªE¢y§)´)ú�ª1¢y§I¸s·a¢û·a¢-·Q¹°Ã_Ó�§Ç¹°®�¤4®°±�®�¢J¶
¸Q·a´�§�´¾·a¢y¬S¬y§)¸�ª1¢y´�±�¨³£y¸�±�·Ø´�ª!¹�£_±�®�ª1¢�±³ªLÀi®�´�£-·Q¹°®�Ó�§\®°±³´eÆJ²CÃ_´�®�¸Q·Q¹u®�¤ÇÆ`¹°®�¸s·k±�®�ª1¢y´)Ä â ªsÊ�§�À8§�¨sÈ�¸�¹�ªE´�§)¬_º"«.ªa¨³¤
´�ª!¹�£`±�®�ªE¢J´�·Q¨³§e´�ª1¤Ç§�±�®�¤Ç§)´±�®�¤Ç§�º,¸�ª1¢y´�£J¤4®�¢J¶¾ª!¨Ë®�¤�ÆªE´�´�®�¥_¹P§!Ä

ü £J¤�§©¨�®�¸s·k¹x¤�§�±�²Jªi¬y´�¸Q·a¢ý¥]§�£y´�§�«.£`¹�·!´q·Ø¹'·a´�±rÛ"¥_¨³£_±³§¦«.ªa¨³¸�§kÝ�¨³§�´�ªa¨É±sÄ × £_¨�±³²J§©¨³¤�ª!¨³§aÈp¢i£y¤�§©¨�®�¸s·k¹
¤�§©±³²yªi¬J´q¸s·!¢Î·Q¹�´�ªW¥§r·Á£J´É§�«»£_¹Ëþ-ÿ����xªa«�µU¢y¬_®P¢y¶Á·Á¸�¹�ªE´�§)¬_º"«»ª!¨³¤ ´�ªa¹�£_±�®�ª1¢`ã�±³²y§LÀi®�´�£U·k¹°®�Ós·k±�®�ª1¢bª!«�·
¢i£y¤�§©¨�®�¸s·Q¹Ï´�ªa¹�£_±�®�ª1¢IÊË®°¹°¹pªa«'±³§)¢rÆ`¨�ªsÀi®�¬J§�¸�¹�£y§)´Mª!«�£y´�§�«.£`¹p·!ÆJÆ_¨³ª�Ô`®�¤L·k±�®�ª1¢y´xªa¨M´�ª!¹�£`±É®�ª1¢r´�±�¨©·k±³§)¶!®P§�´)Ä

¡±�·a¢CÃM¨©·k±³§aÈQ±³²J§�±�ªiªa¹�´Ù·a¢y¬�±³§)¸³²y¢`®�¿i£y§)´Ùªa«J¢i£J¤Ç§�¨�®�¸s·k¹E¤�§�±�²Jªi¬y´²-·)ÀC§u¥§�¸)ªE¤�§�Æ-·Q¨�±Ùª!«i±³²y§Y¨³§�¿i£`®�´�®°±³§
·!ÆJÆ-·Q¨©·k±³£y´Yª!«Ù·�¤Ø·Q±³§©¨�®'·Q¹�´u´�¸©®�§)¢C±�®�´�±sÄh¡�«.§�Êb¤Ç§�±³²yªi¬J´�ªa«]¢i£J¤Ç§�¨�®�¸s·k¹°¹°Ãq´�ªa¹°Ài®�¢y¶�±³²y§�¬_®°¯�£y´�®�ª1¢4§)¿i£-·Q±�®�ªE¢
·k¨³§�®�¢C±�¨³ªi¬y£J¸�§)¬r¥§©¹PªsÊ�Ä Ú ²y§)´�§¾·k¨³§�¢yªa±�¢y§)¸�§)´�´³·k¨�®°¹°Ãr±³²J§�¥§)´�±�¤�§©±³²yªi¬J´�ãûª!¨�±³²y§�«$·a´=±³§)´�±qÛ»ÊM²_®�¸³²�¸Q·a¢
¥§e·a¢r§)¢8±�®°¨³§�¹°ÃI¬_®°¯�§�¨³§�¢C±�±³²_®�¢J¶4·k¹°±³ª1¶E§�±³²y§�¨sÝÉÄ â ªsÊ�§©ÀC§©¨sÈy±³²J§©ÃI·k¨³§�´�£_å�¸©®�§)¢C±�¹°ÃI¶E§)¢y§�¨©·k¹p·a´�±³ª¦´É§�¨�À8§�·!´
·q´�±©·Q¨�±É®P¢y¶qÆª!®P¢8±�«»ª!¨M¤L·!¢CÃL¢i£y¤�§©¨�®�¸s·k¹�¤�§©±³²Jªi¬y´)Ä

¡ ±�Ã_Æ`®�¸Q·Q¹Ëµy¨³´�±Ç·aÆyÆ_¨³ªC·!¸³²;®�´\±³ªÁ¬_®�´�¸�¨³§©±�®�Ó)§r´�Æ-·a¸�§ç´�ªS±³²-·Q±q±³²y§I´�ªa¹�£_±�®�ªE¢b·Q±Ø·a¢CÃÕª1¢y§I±�®�¤�§L¸Q·a¢
¥§4¨³§)Æ_¨³§)´�§�¢C±³§)¬W¥CÃÁÀE·k¹�£J§�´\·k±4·ç´�§©±qªa«MÆ]ªa®�¢C±³´��kÛ���
	��� Ý�·!¢J¬W±³²y§\ÀE·Q¹�£y§)´�±�²U·k±q¤L·)ÃÁ¥§4®P¢8±³§�¨³Æª!¹'·Q±³§�¬
¥§©± Ê�§)§�¢Ø±³²y§)¤rÄ

æ$¢L±³²y§����
��������������������� �Ë·!ÆJÆ_¨³ªC·!¸³²]È_±�²J§MÀE·Q¹�£y§)´ËªE¢L±³²y§�¶a¨É®�¬Ø¸Q·a¢r¥§�£J´É§)¬r·a¢y¬r·¦¬_®�´�¸�¨³§©±³§�À8§�¨�´�®�ª1¢
ª!«u·q´�ÆU·k±�®'·Q¹Ù¬y§�¨É®ÖÀE·k±�®°ÀC§�®�´Mª1¥_±©·k®P¢y§)¬L®�¢I±³§�¨�¤�´�ª!«�¬_®°¯�§�¨³§�¢J¸�§)´M·k±Ë±³²y§�¶!¨�®�¬IÆªa®�¢C±³´�Ä
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× ª!¨®�¢y´�±©·!¢J¸�§aÈi®�¢�±�Ê�ª�¬`®�¤�§�¢y´�®�ª1¢y´)È_·�¬_®�´�¸�¨³§©±³§ËÀC§©¨³´�®�ª1¢Lª!«�±³²y§�ðÏ·!Æ`¹'·!¸�®'·!¢Lª1¢I·�´É¿i£U·k¨³§Ë¶a¨É®�¬Lªa«Ù´�®�Ó�§[]È�\4é�] ^`_^`a _�b ^`_^ c _ È-¤L·)ÃL¬y§�¨É®ÖÀ8§)¬r¬_®°¨³§)¸©±�¹°ÃL«�¨³ªE¤ ±³²y§�¬y§�µ-¢_®°±�®�ª1¢Iª!«u·q¬J§©¨�®°ÀE·Q±�®°À8§�d
b �kÛ �Q�Ee b []Ý\ é �kÛ �Q��e Ýf] b �kÛ �hg [ ��e Ý g á �QÛ �Q��e Ý b �QÛ � b [ ��e Ýb �kÛ �Q�Eeig []Ý Û ìsï º ì Ý

æ$¢r±³²J§O�j�
�����V�7kl��m������MÿÉþCþn� okÿp�`qCÈ]·¦µJ±É±�®�¢J¶4«»£y¢J¸©±�®�ª1¢{´�£J¸³²Á·!´e·�Æªa¹°Ã_¢yª1¤4®'·Q¹Ù®�´�ª1¥_±©·Q®�¢y§)¬r«»ª!¨M±³²J§
¨³§�¶a®�ªE¢J´e¥§�±�Ê�§�§)¢S±³²y§\Æ]ªa®�¢C±³´e·a¢y¬S±³²y§¦¸�ªi§�åÇ¸�®�§�¢C±³´¾ªa«6±³²y§¾µJ±�±É®P¢y¶L«»£y¢y¸�±�®�ªE¢W·Q¨³§q¬y§�±³§©¨³¤\®�¢J§�¬S¥CÃ{±³²J§
ÀE·k¹�£J§�´M·Q±M´�Æ]§)¸�®°µ-§)¬rÆª!®�¢C±³´�Û"¢yªi¬J§�´©ÝÉÄ

æ$¢I§s·!¸³²�¸Q·a´�§!Èy±³²J§�´�Æ-·Q±�®'·k¹Y¬y§�¨É®ÖÀE·k±�®°À8§�¸s·!¢r¥§�£y´�§)¬I±³ª¾®°±³§�¨©·k±³§�±�²J§e´�ªa¹�£_±�®�ª1¢I®�¢I±�®�¤�§aÄ
æ$¢4±³²J§sr�o��`txÿ�� �u�����������������N�wvhm��7�?qxo��QÈC±³²y§Ë¬y§�µ-¢`®°±�®�ªE¢�ª!«Ï±³²y§�±�®�¤Ç§Ë¬J§©¨�®°ÀE·Q±�®°À8§�®�´x£y´�§)¬�±³ªe®P¢_«.§�¨x±³²J§

´�ª!¹�£`±�®�ªE¢r·Q±M´�ªE¤�§M±�®�¤�§iyizI¹'·k±³§�¨sÈy§!Ä ¶_Ä6«»ª!¨Ë±³²y§�¬_®°¯�£y´�®�ª1¢r§)¿i£-·k±�®�ª1¢&d�kÛ �Q�Ee{�� b y�zÏÝZ]|�kÛ �Q��e
�$ Ý b~} Û;\ é¬`®�´�¸©¨³§�±�§ �kÛ �Q�Ee{�� Ý�Ý$y�z Û ìsï º ï Ý

â ªsÊ�§�ÀC§©¨sÈy±³²`®�´Ë¤Ç§�±³²yªi¬L¥§�¸)ªE¤�§)´�¢i£J¤Ç§�¨�®�¸Q·Q¹°¹°ÃI£y¢J´�±)·a¥_¹�§�«.ªa¨Ë±�®�¤Ç§�º,´�±³§�ÆJ´x¹'·Q¨³¶E§�¨Ë±³²-·!¢Xy�z���[ é�� } Ä

¡M¢Jª!±³²J§©¨Ë¤�§©±³²yªi¬]È8¸s·k¹°¹�§)¬r±³²J§i�EmMþ&k-��������o1�h�j�³ÿ��������P���Sq
o�k*��o���mh���?q
o��QÈ`£J´�§�´ËÆU·k¨�±�ªa«p±³²J§�Æ_¨³§�Ài®�ªE£J´
´�ª!¹�£`±�®�ªE¢4·a¢y¬¾ÆU·k¨�±uª!«·!¢¾®�¤�Æ`¹°®�¸©®°±�«»£_±³£_¨³§´Éªa¹�£_±�®�ª1¢¾±³ª�§³Ô`±³§�¢J¬�±³²y§x´�±©·a¥_®°¹°®°± Ãq¸�ª1¢y¬`®°±�®�ªE¢�Ä Ú ²_®�´Y®�¢y¸�¨³§Q·a´�§�´
±³²y§q¢i£J¤Ç§�¨�®�¸s·k¹�´=±©·a¥_®°¹°®°± ÃW·k±�±³²J§q§³ÔJÆ]§)¢y´�§\ª!«x²U·)Ài®�¢y¶L±³ªL®�¢CÀC§©¨�±¾·L´�§©±�ª!«¹°®�¢y§s·k¨�§)¿i£-·k±�®�ª1¢y´�±³ªIªE¥`±©·k®�¢
±³²y§�� «.£`±�£`¨³§1�y´�ªa¹�£_±�®�ª1¢�Ä
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uj uj+1 uj+2uj−1uj−2

t

t + τ/2

t + τ

t + 2τ
Forward Euler

uj uj+1 uj+2uj−1uj−2

Crank−Nicholson

× ®�¶E£`¨�§ ìsï º ì d��l�-�*���(�S�N�7� �����u�1���`�� ����H�¢¡����D£X£{� ¤& 1�D ���¥� �����£¦�-§�¨H�*��¥�� �s� �-§O S©�� �$ ������S�����ª§@ S�`���w£C��«¬��� ��l§�¨H�*��¥�� �h§@ `�S���w£~���$ ��ip���-�� ����=�D��§®�`�� ��l�7�� 1���D �£¯�$���*�7�S�����°�$�±�=���H²��l�M��³� u�S�� ¦�H�H§@ 1����¥�����S�-§@ `©;�=�� �¨w«´ ª!¨³§�¬y§�±©·k®°¹�´M¤L·)ÃL¥§M«»ªE£y¢J¬I®�¢Ø±³²y§M±³§³Ô`±³¥]ªiªaßç·a¢y¬L®Ö±�´Ë¸�®°±³§�¬ç¨³§©«»§�¨�§)¢y¸)§)´�Ä

µ :�¶4�e5y: � �¸·Î: 7_÷ ö �3¹ :����»ºi��7i> ��¼ 36�>�5
Ú ²J§r¤�§©±³²Jª`¬J´q«»ª!¨L´�ª!¹°Ài®�¢J¶W±³²J§r¬_®°¯�£J´�®�ªE¢b§)¿i£-·Q±�®�ªE¢Î·a¥ªsÀ8§IÊ�§©¨³§�Æ_¨³§)´�§�¢C±³§)¬Ñ«.ªa¨I¸Q·a´�§�´Lªa«eµ_ÔJ§�¬

¥ªE£J¢y¬-·Q¨�ÃI¸�ª1¢y¬_®Ö±É®PªE¢y´)Ä â ªsÊ�§©ÀC§©¨sÈ�±³²y§�¨³§q¤L·!¢CÃr§³ÔU·!¤�Æ_¹�§)´eªa«ußi®�¢y§�±�®�¸4Æ`¨³ªi¸�§)´�´É§)´�®�¢S¤Ø·Q±³§©¨�®'·Q¹�´MÊM²y§�¨³§
¥ªE£J¢y¬-·Q¨�®�§�´ËÛ"§aÄê¶_Ä�®�¢C±³§�¨É«"·!¸)§)´�ÈiÆy²U·!´�§Ë¥ªE£J¢y¬U·k¨�®�§)´)ÝY¤�ªsÀC§x®�¢\¨³§)´ÉÆª1¢y´�§Ëª!¨¾½��E�©ÿ1¿w�`�hª!«�¬_®Ö¯Ï£J´�®�ªE¢]ÄÁÀ§©¹�ªsÊ�È
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