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@pT,C�TqLMIsrtQYG^F-T�CDVvuwORIix�Fzy!FKL1T�QYC{QYX�|}FzyvT�FK~�N�I8V

�m�.�����m��� :=��� �6���m�c� 2�>]�7z� � > ���
��> � :=�p��:=�{� ��� :=��:.78>h�h��<?3�:=�}5 �^� > � 3 � 3d7H:=�c���6�t��3 � :.3d���.>]5 c¡£¢H¤=¥�¦H§�¨�©«ªH§¬¦K¥®°¯±¤=¥�¡v¢;§³²8¯Y´U©�¥�¡£¢µ¡£¢µ©«ª±§4¶Y¢z¥®©«§¬¡v¢±§n·+¦K¥�¸W§'¢H¤=¥�¡£¢-´M¹�¦H¡£¸º´M¥�¢R»6¼J½¿¾`½ÁÀ�»]Âm¥®©«ªÃ ¥®¨�¥�Ä«ªK¹�§n©�Åm c¤'Æ

ÇMÈ ¾tÉÊ¼8Ë=Ì�Í�ÉÊ¼ÎÉ ÇMÈ ¾tÉÊÀPË=Ì�Í È�Ï£Ï · Ï Í
´!¢±¦�Ð� c¤

ÇUÈ ¾°Ë=ÌPÉÊ¼iÍdÉ ÇÒÑ È�Ï£Ï ·�ÓiÍ
Ôp¤�¤�¯H¸�¥�¢HÕ�©«ª-´M© ÇUÈ ¾SË=Ì�ÍPÉÊÖ È ¾°Í)× È Ì«Í�´1¢H¦Ø¥�¢H¤�§�¨�©Ò¥�¢±Õ�¥�¢i©�¡�©«ªH§�¦K¥®R¯H¤=¥�¡v¢Ø§³²8¯Y´U©�¥�¡£¢�¨«§'¤Ò¯K¹®©«§³¦Ø¥�¢Ù´�Ú-´U¥Û¨¡!ÜS¤�§'Ú-´M¨n´U©«§'¦W¡1¨«¦z¥�¢-´M¨�Ýw¦z¥®R§�¨«§³¢i©�¥,´M¹�§'²8¯-´U©�¥�¡£¢H¤�§M´1Ä«ª¬¡!ÜRÂpªz¥�ÄÒªÞÂ�´!¤�§³²8¯Y´U¹Y©�¡}©«ª±§p¤«´!¸Þ§mÄ³¡£¢H¤=©n´!¢i©k»Hß�à�áâ ª±§�Ú¡v¤�¤=¥�ãK¹�§�¤�¡1¹�¯z©�¥�¡£¢H¤p´U¨«§1Æ

Ö È ¾RÍdÉ äå�æèç ¤=¥�¢ È=é à±¾RÍRêèë;Ä³¡£¤ È=é à±¾°Í È àºì{¼íÍ
çmî®ïUð ñíònó êèë î�ï!ñKð ñíònó È àº½{¼íÍ
ç î î ¾wêôë î î È à¬ÉÊ¼íÍ È�Ï£Ï ·�õiÍ

Üö¡1¨mÖ È ¾RÍ�´1¢H¦¬Ü÷¡!¨m× È Ì«Í«»
× È Ì«ÍdÉùø ï ñíò³úHû È�Ï£Ï ·+ü8Í

â ª±§[Åm c¤�Äk´!¢±¢H¡1©ýã§ý¤Ò¡1¹®þi§³¦s¤=¥�¸w¯z¹®©n´1¢H§'¡v¯±¤�¹ÛÝWÂm¥®©«ª�´Î¢H¡£¢z·"©�¨�¥®þ8¥,´U¹S¤�¡1¹�¯z©�¥�¡£¢�¯H¢K¹�§³¤�¤ÿàºì{¼8á
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Ô�ÚHÚz¹®Ý8¥�¢±Õ}©�ª±§pÅ� c¤d©«¡��d²Yá Ï ¼M· / »zë ÉÊ¼í»Kã±¯z©6©«ªH§�¨«§p´U¨«§p´!¢�¥�¢K¶-¢z¥®©«§m¢8¯±¸wã§n¨6¡1ÜS¡!©«ªH§�¨dþv´U¹q¯H§'¤6©«ª-´M©Âm¥®¹®¹S¤«´U©�¥�¤=Ü�Ýt©«ªH§ýã�¡£¯H¢±¦-´M¨ÒÝÞÄ³¡£¢H¦K¥®©�¥�¡v¢±¤'Æ

à��ÎÉ��	��
��À � È�Ï£Ï · 0 ÍÂpªH§�¨«§ � ¥�¤p´1¢íÝ¬¥�¢i©«§'Õv§�¨káâ ª±§�Õ£§³¢±§n¨n´M¹S¤�¡!¹�¯z©�¥�¡£¢H¤ È Ü÷¡!¨P©«ªH§�Å� c¤m´!¢±¦ Ð� c¤PÕ!¥Ûþí§'¢ ´1ã�¡³þí§UÍ�´M¨«§!ÆÖ � È ¾RÍdÉ ç � ¤=¥�¢����
 ¾À �× � È Ì�ÍdÉùø � ï ñ��������������� �! 
È�Ï£Ï · � Í

" ¡kÂ�§�þí§�¨M»�©�¡s¤«´U©�¥�¤=Ü�Ýµ©«ª±§4¥�¢K¥®©�¥,´U¹mÄ'¡v¢H¦K¥®©�¥�¡v¢±¤�©«ªH§¬Õ£§³¢±§n¨n´U¹P¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢è¸w¯±¤�©wã§Þ©n´$#í§'¢ù´1¤4´Ø¹®¥�¢H§k´U¨¤�¯HÚ§�¨«Ú�¡£¤=¥®©�¥�¡v¢ô¡1Ü�§k´!Ä«ªfÚ�¡£¤�¤=¥�ãz¹�§s¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢�% ´1¢H¦èÂm¥®©«ªô©«ª±§tÂ�§�¥�Õ£ªí©�¥�¢±ÕÙÜ"´!Ä�©«¡!¨�´U©ÞÌ�É ¼ÙÄ«ª±¡v¤�§'¢�©«¡¤«´U©�¥�¤=Ü�Ý¬©«ªH§ÿ¥q¢z¥®©�¥,´U¹°Ä³¡£¢H¦z¥®©�¥�¡£¢H¤'á â ªH§�¨«§nÜ÷¡!¨«§1»H¤�§³§&#�' � ¤�¯HÄ«ªº©«ª-´M©MÆ
Ç)( É *+ �-,/. '0��¤=¥�¢ È ��
 ¾À Í È�Ï£Ï · / Í

Âpªz¥�Ä«ªº¥�¤p´21K¡v¯z¨�¥�§�¨p¤=¥�¢H§�¤�§n¨�¥�§'¤P¨«§³ÚK¨«§³¤�§'¢i©n´U©�¥�¡v¢Ø¡!Ü Ç)( á �43
5{>�<?3 �76 5ô�c��798ÿ> � ��� � :.> �;: >B798}�p� ��� � �P�=�ÿ7H:=���<�=?>

1í¨«¡v¸ ©«ª±§�¤�¡!¹q¯z©�¥�¡v¢�´1ã¡kþí§1»ý´ Ú�§�¨�¥�¡8¦z¥�ÄØ¤�¡!¹�¯K©Ò¥�¡£¢ô¥�¢`ßA@ ½ ¾ ½B@ ÄM´1¢�ã§�Ä'¡v¢H¤=©�¨«¯HÄ�©«§³¦èÜ÷¡!¨ÇUÈ ¾tÉDC À�Ë�Ì«Í6ÉÊ¼4´1¢H¦ ÇUÈ ¾°Ë=ÌPÉÊ¼iÍdÉFE ÇÒÑ Üö¡1¨ÿ´U¹®¹°¥�¢i©«§³Õ£§n¨GC È ¯±¤�§p©«ªH§Îß Ç«Ñ ¥�¢ ßÿÀô½�¾Ø½{¼8»H§�©«Ä1ÍÒá

c(x=0,t)=0 c(x=L,t)=0

c(x,t=0) = C0 x=0 x=L

 C0

J(x=L/2,t)=0

 C0

x=2L

- C 0

c(x=0,t)=0

≡

H�IKJML�N)OQP0PSR)PUT�VXWYW[Z-\�]&^`_�])acb�debUfhgji7ZMa k�_lWmgUd�]naXdMa ]&ao_lW	_MdUprqMb�Zsd-p�_U^utwvjb9d-p9a ])acb�d-\Gfxbl^h_zy�_U^u]&amv�ZlWc_U^\�b9W[Z$])acb�d�{|x})~������x�����-�������x���)�-�Y�������$�[���Q���������������[�)�A�o�A�������l�$�&���)�A�U�)�-���Y�����������[���	�o�����-�[���Y���-�$���S�����o�Y�)���
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<�� >¡ ¡!©«§ýªH¡kÂ §k´!ÄÒªÞ©�§�¨«¸�¥�¢Þ©«ªH§G1K¡v¯z¨�¥�§�¨m¤�§n¨�¥�§'¤�¦±§³Äk´'Ýz¤�¸w¯±Ä«ª�Ü)´1¤=©�§�¨�©«ªY´!¢Þ©«ªH§�Úz¨«§nþ8¥�¡£¯H¤d©«§�¨«¸¢%ù©«ª±§P¨'´M©«§´U©mÂpªz¥qÄ«ª ´!¸ÞÚK¹®¥®©«¯H¦H§'¤�Õ£§n©p¤�¸¬´U¹®¹q§n¨m¥�¤p§)£±Ú�¡£¢H§'¢i©�¥,´U¹Âm¥®©«ª�¤�¸¬´U¹®¹q§n¨PÂ�´'þi§n¹�§'¢HÕ1©«ªH¤'áâ ªK¥�¤6¦H§'Ú§³¢±¦H§³¢±Ä³§�¡v¢�Â�´'þi§n¹�§'¢HÕ1©«ªH¤6¥q¤�´�¯H¤�§�Üö¯K¹H¥�¢i©«¯z¥®©�¥®þi§p¦H§�þ8¥�Ä'§pÜö¡1¨�¯H¢±¦H§�¨«¤=©'´1¢H¦K¥�¢HÕý©«ªH§m¦z¥®R¯±¤�¥q¡v¢§³²8¯Y´U©�¥�¡£¢Rá

λ1
λ2=λ1/2

¤�¥K¦M§9¨)©?ªMª&«�¬�¢®X¯Y¯[°-±�²&³`´�²&µm¶9·¸¶U¹»º-¶�¼½±S¾G´l¯[¯9¼¿´�À-Á�¯ ÁU·UÂU²Sº-±»¼hµY¯[¯7ÃsÁjÄ�´SÅÆ¾Ç°-Ä�º2¹�´-±�²�ÁU³È²Sº�´l·É¯ ¶9·-Â0Á�³¶9·-Áj±Ê¹x¶l³ËµY·Mµ ²)µ�´l¯�Äj¶9·-Ã9µ ²)µm¶9·-±ÌÂ�µ À-ÁU· µY·ÎÍ�Ï�Ð�Ñ0ÑSÒ�Ó�Ð
¤�Ô�¨Õ©&Ö�×UØeÙ�ÚK©�ÛlÜ�Ô0Ý7Þ�¥Kß7©&¨Ìà�áÊÔÇß9¥ãâ�©&¨)©�ÝlàË¥KÝ9¥uà�¥`×$Ú	ÜjÔMÝ�ß9¥uà�¥KÔMÝ�Þ¿Ô0Ý2à)ä7©Õ¥KÝ�å/Ý�¥uà)©hß�ÔMØÎ×-¥�ÝÉæAç èêé?èëçì

í�îSï é�ð�ñ�òDósôËòDõ�ö�ªÕæ;Þ�¥KÝÆ÷ ¬-ø�éùûúhü
í)ý-ï é�ð�ñ¿òþósôÈòDõ ö ªÕæÿÞ�¥KÝ ÷�� ø�éù ú�ü ï ª0ªS«��lô

��ä�©AÞ�Ô�Ú�§9à�¥KÔMÝ�Þ í î ï é�ð�ñ)ôÌ×UÝ7ß í ý-ï é�ð�ñ&ôÕ×$¨&© Ô�����¥KÔ0§7Þ�Ú
	0Û
í î ï é�ð�ñ¿òþósôÈòDõ ö ªÊæÿÞ�¥KÝ ÷ ¬-ø�éù ú��� ������� ������ � ü
í ý-ï é�ð�ñÌòëólôÈòDõ ö ªÕæ Þ�¥KÝ ÷ � ø�éù ú��� ������� � ���� � ü ï ª0ªS«� lô

��ä7©&¨)©"!xÔ�¨)©ÉÞ�ä7ÔU¨�à)©S¨¢áh×#�l©SÚK©jÝ7¦Uà)ä7ÞjÛ ù%$�&"')(�* ÛÊß�©�Ü�×#	 � + �-,�.)/10�3254 .76 �-8 � à�¥KØ ©jÞ9!�×�Þ�à)©S¨¢à)ä/×UÝÿÚKÔMÝ�¦M©&¨2áh×#�l©&ÚK©�Ý�¦�à)ä7Þù%:;'�<"=�>

?A@3BDCFEGCIH9CKJMLNCKJPORQTSVUMJWLNX�Y[Z]\ASVJML^@�O_@3SVJM`baMcdCeBf@�gihjJNklJ^@�O�CmEnSoBDXV@3JW`��ä�©»å/Ý�×-Ú�×�Ý�×-Ú
	�à�¥KÜGØ ©&à)ä7Ô�ßp! ÔU¨hÔq�9àS×-¥KÝ�¥KÝ7¦¸×UÝ�×�Ý�×-Ú
	�à�¥KÜ�Þ�Ô�ÚK§9à�¥KÔ0Ý à)Ô�à)ÔÇà)ä7©Gß�¥uâ�§7Þ�¥KÔ0Ýw©#r�§/×$à�¥KÔMÝ ¥KÞà)ä7©ÇØ ©Sà)ä7Ô�ßÉÔ�!�s�×�Ù�Ú`×�Üj©Çà�¨S×�Ý�Þ3! ÔU¨&Ø Þ > ��ä9¥KÞ»Ø ©&à&ä�Ô�ßÎ¥KÞA×UÙ7Ù�Úu¥KÜ$×��9ÚK© à)Ô Þ�©�Ø¢¥u«�¥KÝ9å�Ý9¥uà)© ß7ÔMØÎ×$¥KÝ7Þ»×�Ý�ßÉ¥KÞ©�Þ�Ù ©jÜS¥`×$ÚuÚ
	Q©&â�©�Ü&à�¥
�s©N! ÔU¨»Ù9¨)Ôq�9ÚK©jØeÞ�á�¥uà)äÎà�¥KØ ©S«�ß�©�Ù ©�Ý�ß7©jÝlàd� Ô0§7Ý7ß�×-¨1	 Ü�Ô0Ý7ß�¥uà�¥KÔMÝ7Þ >��ä�©eØ ©Sà)ä�Ô�ß Ô�!ts�×UÙ9Ú`×UÜ�© à�¨S×�Ý�Þ3! ÔU¨&Ø Þ�¥KÞ2×UÝ ©)Ö�×�Ø Ù9ÚK©¢Ô�!»ÔMÙ ©&¨S×-à)ÔU¨nÜ�×-ÚKÜj§9ÚK§�Þ >�u Ý à)ä9¥KÞÇÜ�×�Þ�©UÛÈà&ä�©ÔMÙ ©&¨S×-à)Ô�¨ ¥KÞ�× à�¨S×�Ý�Þ3! ÔU¨&ØÎ×$à�¥KÔMÝzÔ�!�à�¥KØe© ß7©&¨�¥
�M×-à�¥
�l©�Þ à)Ô�×-Ú�¦M©#�9¨S×-¥KÜ ©)Ö�Ù9¨)©�Þ�Þ�¥KÔ0Ý7Þ ¥KÝ ×Îà�¨S×UÝ7Þ3!xÔ�¨)ØÎ×-à�¥KÔMÝ�M×-¨�¥`×��9ÚK© > ��ä7©Gà�¨S×UÝ7Þ3!xÔ�¨)Ø ©�ß ß9¥uâ�§�Þ�¥�ÔMÝÉ©#r�§/×$à ¥�ÔMÝv� ©jÜ�Ô0Øe©jÞ�×�ÝÎ¥KÝ�ä7Ô0ØeÔ0¦M©jÝ7©jÔM§�ÞÊÔU¨)ß9¥KÝ�×-¨1	Îß9¥uâ�©&¨&©jÝlà�¥`×-Ú
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§'²K¯Y´U©�¥�¡£¢;¥�¢è©�ª±§t¤�Ú-´M©�¥,´U¹cþv´U¨�¥,´1ãz¹�§1á â ªH§º¡!¨«¦z¥�¢Y´U¨�Ý^¦K¥®R§n¨«§'¢i©Ò¥,´M¹m§³²8¯Y´U©�¥�¡v¢è¥�¤�¤�¡!¹®þi§³¦èÜ÷¡!¨�©«ªH§Þ©�¨n´!¢±¤=·Ü÷¡!¨«¸Þ§³¦Þã¡v¯±¢H¦-´M¨�ÝwÄ³¡£¢H¦z¥Û©Ò¥q¡v¢H¤P´!¢±¦Þ©�ª±§³¢Þ©«ª±§m©�¨n´!¢H¤=Ü÷¡!¨«¸¬´U©�¥�¡£¢�¥�¤c¨«§nþi§n¨«¤�§'¦�%f¯H¤�¯Y´U¹®¹®Ý�©«ªz¨«¡v¯±Õvª¬´}©n´!ãK¹�§¡!ÜyxS´1Úz¹,´1Ä³§}©�¨n´!¢±¤=Üö¡1¨�¸ Ú-´M¥®¨«¤³áâ ª±§^x°´!Úz¹,´1Ä'§ â ¨'´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸ ¥�¤m¦H§n¶Y¢H§'¦ ´1¤P©�ª±§p¹®¥�¢±§M´M¨ÿ¡vÚ§�¨n´U©«¡!¨kÆ

z|{�} È ¾°Ë�Ì«Í�~�� �} È ¾°Ë��ÍdÉG� *Ñ ï ñi��û } È ¾°Ë�Ì«Í3�!Ì È�ÏvÏ · Ï ¼iÍ
©«ª-´M©�¸¬´1ÚH¤t} È ¾°ÍB©�¡Þ´!¢±¡!©«ª±§n¨PÜö¯±¢HÄ�©�¥�¡v¢ �} È �ÍÒáâ ª±§�§'¤�¤�§³¢i©�¥,´M¹SÚz¨«¡vÚ§�¨�©�Ý¬¡!ÜD©«ªH§lxS´!ÚK¹,´!Ä'§}©�¨'´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸?¥�¤P¥®©«¤m¡£Ú�§�¨n´U©�¥�¡£¢t¡v¢º©�¥�¸W§ý¦H§�¨�¥®þv´U©�¥®þi§³¤'Æ

z|{b� }� Ì ~[ÉG� *Ñ ï ñi��û � } È ¾°Ë=Ì�Í� Ì �1Ì È�ÏvÏ · ÏvÏ Í
Âpªz¥�Ä«ªØÄM´1¢�ã§ý¥�¢i©«§³Õ1¨'´M©«§³¦ºãíÝtÚY´U¨�©«¤'»

z|{�� }� Ì ~[É���z|{�}�~mß�} È ¾°Ë=ÌcÉÊ¼iÍ�É�� �} È ��ÍSß�} È ¾SË=ÌcÉÊ¼iÍ È�ÏvÏ · Ï ÓiÍ
¤�¡w©«ª±§ÿ¥�¢K¥®©�¥,´U¹SÄ'¡v¢±¦z¥®©�¥�¡£¢�Õv§�©«¤P¥�¢i©«§³Õ1¨n´U©«§'¦t¥�¢i©«¡�©«ªH§ý©«ªH§ý©�¨'´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸Þ§³¦¬¦±§n¨�¥®þv´M©�¥®þí§1áâ ª±§ ©�¨n´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸ ª-´1¤�¢H¡è§�°§'Ä�© ¡v¢`¤�ÚY´U©�¥,´U¹�¦H§�¨�¥®þv´U©�¥®þi§³¤'»ý©�ª±§n¨«§�Üö¡1¨«§�©«ªH§s©�¨n´!¢±¤�Ü÷¡!¨«¸Þ§'¦{¦z¥Û°¯±¤=¥�¡v¢§'²K¯Y´U©�¥�¡£¢tã§³Ä'¡v¸Þ§'¤'Æ

� �Ç!È ¾°Ë��Í°ß ÇMÈ ¾SË=ÌcÉÊ¼iÍ6Ém� � � �Ç!È ¾°Ë��Í� ¾ � È�ÏvÏ · Ï õiÍ
Âpªz¥�Ä«ªº¥�¤p´!¢Ø¡!¨«¦z¥�¢Y´U¨�Ý¬¦z¥®R§�¨«§³¢i©�¥,´M¹S§³²8¯Y´U©�¥�¡v¢±¤P¤�¥�¢±Ä³§}©«ªH§�¨«§�´U¨«§�¡£¢z¹®Ý¬¦H§�¨�¥®þv´M©Ò¥®þi§'¤mÂm¥®©�ªW¨«§³¤�Ú§³Ä�©m©«¡4¾°á9��;�D�v�p36< � �.>]5è���º798ý> 2�3 � �.36�> 9 � 36�}58�³� � < : >B798}�p�

x=0

c(x>0,t=0) = Ci

x
c(x=0,t) = C0

1°¥�Õv¯K¨«§ ÏvÏ ·�õ8Æv�[���W� �-�����b��� �-���y�[�i�"���[���N���i� ���[��¡�¢£���j�M¡q�¤�¦¥d� �"§R¨ª©�� ÇUÈ ¾ É ¼íË�Ì«ÍWÉ¬« Ñ ¡��i� È ¾�Éþ@fË=Ì�Í�É ¼p¡��i�¯®���� °7��±��²�¤��� � ��¡�¢�³#�[�i�[� ���´�j��� � ÇUÈ ¾Øì{¼8Ë=Ì�ÉÊ¼íÍ6ÉG«Kµ�¶
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1K¡!¨m©«ªz¥�¤P¥�¢K¥®©�¥,´U¹DÄ³¡£¢H¦z¥®©�¥�¡£¢R»z©«ª±§ÿ©�¨n´!¢±¤=Üö¡1¨«¸W§'¦Þ¦z¥®R¯H¤=¥�¡£¢�§'²8¯-´U©�¥�¡£¢R»/�d²Yá Ï£Ï · Ï õ8»Hã§'Ä³¡£¸Þ§³¤

� � � �ÇUÈ ¾°Ë��Í� ¾ � ß¸� �ÇMÈ ¾SË���Í6É ß ÇUÈ ¾°Ë�Ì�ÉÊ¼iÍ6É ßl« µ È�ÏvÏ · Ï ü8Í
â ªH§dÕ£§³¢H§�¨n´U¹i¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢�» �Ç »U©�¡P©«ªK¥�¤R¦z¥®R§�¨«§³¢i©�¥,´U¹i§'²K¯Y´U©�¥�¡£¢ÿ¥�¤�©«ªH§d¤�¯H¸Ê¡!Ü8©.Â�¡m¦z¥®R§�¨«§³¢i©�#8¥�¢±¦H¤R¡1Üz¤Ò¡1¹�¯z©�¥�¡£¢H¤'áâ ªH§m¶±¨�¤=©Ë#K¥q¢H¦Þ¡!ÜS¤�¡1¹�¯z©�¥�¡v¢Þ¥�¤�©«ªH§m¡£¢H§m©«ª-´M©�¤«´U©�¥�¤=¶Y§³¤Õ�d²Yá Ï£Ï · Ï ü�Üö¡1¨�´}¶Y¢z¥®©«§Pþv´U¹�¯±§p¡!ÜR©«ª±§m¨�¥�Õvªi©�·+ª-´1¢H¦K·¤=¥�¦H§ È « µ^¹É ¼í»]Äk´U¹®¹�§'¦^©«ª±§9º�»�¼¾½7¿7À¾Á[Â
»�¼ÄÃ¾ÅqÂÆÁ[½7¿�Å�Ç8Í«ávÈ8§'Ä'¡v¢H¦K¹®Ýv»d´�¤�¯±¸ ¡1Ü�©«ªH§Éº�»�¼#½7¿)À#Á[Â
»�¼ÄÃ¾ÅqÂÆÁ[½7¿�Å�Ç ´1¢H¦´!¢iÝs¤Ò¡1¹�¯z©�¥�¡£¢sÜö¡1¨ÿÂpªz¥�Ä«ªs©«ª±§�¨�¥�Õvªi©�·+ª-´1¢H¦z·+¤=¥�¦±§}¥�¤�Ê'§n¨«¡ È Äk´U¹®¹�§'¦�©«ªH§ÌË_Å�ÍÎÅ�ÏqÐ¾ÇÑÐ"Å�Á�Ã^Ã#Å�ÂÆÁ[½7¿�Å�Ç8Íc¥�¤[´M¹�¤�¡�´¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢t©«¡ �d²Yá ÏvÏ · Ï üKá1K¡!¨m©«ªz¥�¤mÚK¨�¡£ãz¹�§'¸Ø»8©�ª±§�ª±¡v¸Þ¡vÕ£§³¢±§³¡£¯H¤P¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢¬¥�¤'Æ

�Ç!È ¾°Ë���ÍdÉD'9. ï�Ò ó ê ' � ï ñ Ò ó È�ÏvÏ · Ï 0 Í
ÂpªH§�¨«§

Ó �ÕÔ �� È�ÏvÏ · Ï � Í
â ª±§�Ú-´M¨�©�¥�Ä³¯K¹,´U¨m¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢º¥�¤'Æ

�ÇUÈ ¾°Ë��Í6É «yµ� È�ÏvÏ · Ï / Í
¤�¡w©«ªH§}Õv§'¢H§�¨n´U¹S¤�¡1¹�¯z©�¥�¡£¢t¥�¤mÕ1¥®þí§'¢ ãiÝÆ

�ÇUÈ ¾°Ë��ÍdÉD'�. ï Ò ó êÿ' � ï ñ Ò ó ê « µ� È�ÏvÏ · Ï w Í
â ª±§ÿ©�¨n´!¢±¤=Üö¡1¨«¸W§'¦¬ã¡v¯H¢±¦-´M¨�ÝWÄ'¡v¢H¦K¥®©�¥�¡v¢±¤�ã§'Ä³¡£¸Þ§

�Ç1È ¾tÉÊ¼8Ë��Í6ÉG� *Ñ « Ñ ï ñi�Òû �1ÌPÉ « Ñ� È�ÏvÏ · Ï · Í
´!¢±¦

� �Ç� ¾ È ¾tÉF@�Ë��Í�ÉÊ¼ È�ÏvÏ ·�Óv¼iÍ
â ªz¥�¤m§'²8¯-´U©�¥�¡£¢¬¥�¸Þ¸W§'¦z¥,´M©«§n¹ÛÝØ´1ã¡kþí§ý¥�¸WÚK¹®¥�§³¤P©«ªY´U©»'9.6ÉÊ¼4´1¢H¦t©«ª±§�¡1©«ªH§�¨�¦±§n©«§�¨«¸4¥�¢±§³¤�' � »

�Ç1È ¾°Ë��ÍdÉ « Ñ ß�« µ� ï ñ Ò ó ê « µ� È�ÏvÏ ·�Ó Ï Í
â ªK¥�¤S§³²8¯Y´U©�¥�¡£¢�¨«§'²8¯z¥®¨«§'¤R©�¨n´!¢±¤=Üö¡1¨«¸º´M©�¥�¡v¢ÿãY´!Ä�#}©«¡P©«ªH§�þv´M¨Ò¥�´!ãz¹�§]Ì�©«ªK¨«¡v¯±Õvªý©�ª±§�¥�¢iþí§�¨«¤�§6¡!ÜH´tx°´!Úz¹�´!Ä'§©�¨n´!¢H¤=Ü÷¡!¨«¸Øá â ª±§�¥�¢iþi§n¨«¤�§'¤�´M¨�§�¯±¤�¯-´M¹®¹®Ý�¸w¯±Ä«ª ¸Þ¡!¨«§}¦z¥
ÖÞÄ³¯K¹®©ÿ©«¡�¶-¢H¦º©«ª-´1¢�©«ªH§×x°´!Úz¹,´1Ä'§�©Ò¨n´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸Þ¤'á1z¡1¨�©�¯±¢-´M©«§n¹®Ý£»�x°´!Úz¹�´!Ä'§�©�¨'´1¢H¤=Ü÷¡!¨«¸Þ¤�´1¢H¦Ø©«ªH§�¥®¨p¥�¢iþí§�¨«¤�§³¤}´U¨«§�¯H¤�¯-´M¹®¹®Ýt©n´1ãH¯z¹,´M©«§³¦º¥�¢ ¸¬´M©«ª�ª-´1¢H¦±ã�¡8¡U#z¤'á1z¡1¨p§&£Y´1¸WÚK¹�§!»
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Èí§n¹�§'Än©«§'¦Øx°´!ÚK¹,´!Ä'§ â ¨n´!¢±¤=Üö¡1¨«¸fÙ�´U¥®¨«¤�ÇUÈ ¾SË���Í�ÉÛÚ *Ñ ï ñi�Òû ÇUÈ ¾°Ë�Ì«Í3�!ÌÓ �ÕÜ È �bÝ��tÍ.� Ï.�¾Þ)ß�à á ì`ß Ï û Þâiã¤ä�å .�æ.� å[ç ï ñ ç ûè� � å è � ¤�¥�¢êé]Ì�� � å è � Ä³¡£¤[é�Ì
ï ñ Ò ó ó�ë�ì�í �î �0�ð 3-ï úHûñðë ìóò íÒ ô úï û ï ñ í �î �0�ë ìóò í� §�¨�ÜöÄG óð 3 ú±û �ë ìóò í� Ò ô 3 úHûï ï ñ í �î �0� ßµ¾Y§n¨�Ü÷Ä  óð 3 úHû �Èí¡z»z©«ª±§�¤�¡1¹�¯z©�¥�¡v¢ºÄM´1¢�ã§�¡£ãz©n´M¥�¢H§'¦¬©«ªz¨«¡v¯±Õvª¬©«ª±§�¯±¤�§�¡1ÜB©«ªH§}´!ã¡kþi§ÿ©n´!ãK¹�§1Æ

ÇMÈ ¾°Ë=Ì�Í6É È « Ñ ßõ« µ Ídö Ï ß�§�¨ÒÜy÷ ¾é ü��4Ìiødù ê�« µ È�ÏvÏ ·�ÓvÓiÍ
Âpªz¥�Ä«ªØÄ³¡£¯z¹�¦Øª-´'þi§�ã§'§³¢�Õ£¯H§'¤�¤�§³¦ºÜ,¨«¡£¸ ©«ªH§ý¤�Ýz¸Þ¸Þ§n©�¨�ÝÞ¡!ÜD©�ª±§ÿ¥q¢z¶-¢K¥®©«§ÿ¦H¡£¸¬´U¥�¢t¤�¡1¹�¯z©�¥�¡£¢Rá1K¡!¨ÿ´Î¤Ò§'Ä'¡v¢±¦�§&£Y´1¸ÞÚz¹�§ýÂ�¥Û©�ªW©Ò¥q¸W§�·+¦H§'Ú§³¢±¦H§³¢i©P¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢H¤'»

x=0

c(x>0,t=0) = Ci

x

J(x=0,t) = J0
     constant

1°¥�Õv¯K¨«§ ÏvÏ ·+üzÆ¯�[���l� �-���ó�b��� �-���ú�j��� ���[�¤�t���������[��¡�¢£���[��¡����¦¥d� �"§�¨ª©û�  È ¾ ÉÁ¼8Ë=Ì�ÍÞÉ  Ñ ¡��i� È ¾ É @�Ë�Ì«Í É ¼�¡��i��®���� °7��±��ü����� ���;¡�¢£³¾�j���[� � ���[�i� � ÇUÈ ¾�ì ¼íË�Ì É ¼iÍ�Éý«Kµ�¶þ¨û�¾³�¡�®i�-�����¡��-��±)��¡�¢Ñ���|³#�[�i���1¡����êÿ[��¥|�¤���¯�¤���-�É�"§i�l� �j��¡���� �%�"§i�l³¾�j��³#����� ± ¡�� ���[�Ä¡¾�V�"§i�����j® �i��¡�±��w¾sÉh¼¥d��¢�¢����l¡M°�®���³ � ���j�É��°ª���¤�t�q¶1K¡!¨¬©«ªz¥q¤WÄk´!¤�§1»p©«ªH§t©�¨n´1¢H¤=Üö¡1¨«¸Þ§³¦ô¦z¥Û°¯±¤=¥�¡v¢�§'²8¯-´M©�¥�¡v¢ô¥�¤W©�ª±§�¤«´1¸W§s´!¤Þ©«ª-´M©¬ÄM´M¹�Ä³¯K¹,´U©«§'¦{¥�¢ù©«ªH§Úz¨«§�þ8¥�¡v¯±¤�§)£Y´!¸ÞÚz¹�§1Æ
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 w Ï
�ÇUÈ ¾°Ë��ÍdÉD'�. ï Ò ó êÿ' � ï ñ Ò ó ê « µ� È�ÏvÏ ·�ÓvõiÍ

´!¢±¦s©�ª±§×Ê³§�¨«¡!·��Y¯�£sã¡£¯H¢H¦Y´U¨�Ý�Ä'¡v¢±¦z¥®©�¥�¡£¢J´M©�¾ÙÉ @ ´1Õí´M¥�¢�¥�¸WÚK¹®¥�§'¤p©«ª-´M©A' . É ¼8á â ª±§�©�¨n´!¢H¤=Ü÷¡!¨«¸Þ§³¦Ä³¡£¢H¤=©n´1¢í©	�-¯�£Øã¡v¯H¢±¦-´M¨�ÝWÄ'¡v¢±¦z¥®©�¥�¡v¢W¥�¤'Æ
z|{ � Ç� ¾ ~[Émz|{iß  Ñ� ~�É ß � *Ñ ï ñi��û  Ñ� �!Ì�É ß  Ñ�l� É � �Ç� ¾ 



 ó , Ñ ÉhßG' � Ó È�ÏvÏ ·�Ó!ü8Í

È8¡1¹®þ8¥�¢HÕÎÜö¡1¨m©�ª±§ÿÄ'¡v¢±¤�©n´1¢i©G' � »
�ÇUÈ ¾°Ë��ÍdÉ  Ñ�l� Ó ï ñ Ò ó ê « µ� È�ÏvÏ ·�Ó 0 Í� ¤=¥�¢HÕ�©«ªH§�©'´1ãz¹�§}¡!Ü�xS´1Úz¹,´1Ä³§ý©�¨n´!¢±¤=Üö¡1¨�¸ Ú-´M¥®¨«¤³»

ÇMÈ ¾SË=Ì�ÍdÉG«KµHê  Ñ� � Ô ü���Ì
 ïbì í �î �0� ßµ¾ØÐ#¼�"À È ¾é ü���Ì Í�� È�ÏvÏ ·�Ó � Í
â ª±§n¨«§�Üö¡1¨�§1»z©«ªH§}¤�¯z¨�Ü"´!Ä'§�Ä'¡v¢±Ä³§'¢i©�¨n´U©�¥�¡v¢ØÄ«ª-´1¢HÕ£§³¤p´1¤ é Ì�Æ

ÇMÈ ¼8Ë=Ì�Í6ÉG« µ êèÓ �� Ô Ì
 � È�ÏvÏ ·�Ó / Í
ÂpªH§�¨«§ �� ¥�¤�©«ª±§�Ä'¡v¢±¤=©n´!¢i©m¤Ò¯K¨�Ü)´1Ä³§��-¯�£�á
� ��:=5z�67 � � � :=��� :��4��5±:��c���µ�m>��¿�S:.>��P7z5â ª±§[¸Þ§�©�ª±¡8¦H¤P¡!Üd¤�¡!¹�¯K©�¥�¡v¢Ø©«ª-´M©pª-´'þí§�ã§'§³¢º©Ò¨«§k´U©«§'¦ ¦±¡4¢±¡!©�´1Ä³Ä'¡v¯±¢i©mÜö¡1¨p©«ªH§�Õv§'¢H§�¨n´U¹BÄk´!¤�§�¡1Ü6´!¢´!¢K¥�¤�¡!©�¨«¡vÚK¥�Ä�¦z¥®R¯±¤�¥q¡v¢�Ä³¡8§ ÖWÄ�¥�§'¢i©Má " ¡kÂ�§�þí§�¨k»B´Þ¤=¥�¸WÚK¹�§�¤=©�¨n´U©«§'Õv§'¸�ÄM´1¢Ùã�§�¯±¤�§³¦s©«¡Þ¨«§³Ä'¡v¢±¤=©�¨«¯HÄn©�©�ª±§¦z¥®R¯±¤�¥�¡£¢t§'²8¯-´U©�¥�¡£¢tÜ�¨«¡v¸ ¥®©«¤�©«§'¢H¤�¡1¨�Ü÷¡!¨«¸ ¥�¢i©«¡w©«ªH§}¤�ÄM´M¹,´U¨mÜ÷¡!¨«¸ ©«ª-´U©P¥�¤P©�¨«§M´M©«§³¦s´!ã¡kþí§1á� §'ÄM´M¹®¹SÜ÷¡!¨«¸ ¡!ÜD©«ªH§ý©�ª±§��Y¯�£º¨«§n¹,´M©�¥�¡v¢±¤�ªz¥�Ú¬¥�¢s´wÚ-´M¨�©�¥�Ä³¯K¹,´U¨mÜ�¨n´!¸Þ§ÿ¡1ÜB¨«§�Üö§�¨«§³¢±Ä³§1Æ��  ó��� "!# É ß �� � ó«ó � ó � � ó  � ó � � �$� � �% � ó  � �% �  & '!# ��)(+*( ó(+*( �(+*(  !# ÉG� µ-, �� (( ó(( �((  !# Ç È�ÏvÏ ·�Ó w Í

â ª±§�¦z¥Û°¯±¤=¥�¡v¢t§'²8¯-´M©�¥�¡v¢Øã�§'Ä'¡v¸Þ§³¤'Æ
� Ç� Ì É ÷ �� ¾ ��/. ��10 ø �� � ó«ó � ó � � ó  � ó � � �$� � �% � ó  �2�% �3 & !# �� (( ó(( �((  !# Ç È�ÏvÏ ·�Ó · Í
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â ªz¥�¤�ÂP¡v¯K¹�¦Wã§P¦z¥
ÖÞÄ³¯K¹®©6©«¡�¤�¡!¹®þi§m¥�¢w©«ª±§�Õ£§³¢±§n¨n´M¹-Äk´!¤�§1á " ¡kÂ�§�þí§�¨k»í©«ªH§�¨«§P¥�¤�´ý©�¨�¥�Ä�#wÜ÷¡!¨d©«ªH§mÄk´!¤�§mÂpª±§n¨«§©«ªH§}´!¢z¥q¤Ò¡1©�¨«¡vÚK¥�Ä�¦K¥®°¯±¤=¥®þ8¥®©�Ýt¦±¡8§³¤m¢H¡1©�¦±§³Ú§'¢H¦t¡£¢ Ç á1°¥®¨«¤=©k»z¶-¢±¦¬©«ªH§ý¨«¡!©n´U©�¥�¡£¢�' µ-, Âpªz¥�Ä«ªØ¦z¥,´1Õv¡£¢-´M¹®¥ Ê³§'¤�� Æ

�� É �� �� .�. ¼ ¼¼ �� ��� ¼¼ ¼ ��54&4 !# È�ÏvÏ ·�õv¼iÍ

â ª±§ �� µÆµ ´M¨«§Þ©�ª±§¬§n¥�Õ£§³¢iþv´M¹�¯H§'¤Þ¡!Ü�� ´1¢H¦;©«ªH§¬Ä'¡8¡!¨«¦z¥�¢Y´U©«§�Ü,¨n´1¸W§¬¡1Üm¨«§nÜ÷§n¨«§'¢HÄ'§t¡!Ü �� ª-´'þi§Ø´�£±§³¤Ú-´M¨n´U¹®¹�§�¹S©«¡�©«ª±§�§�¥�Õv§'¢iþv´U¹�¯±§³¤p¡1Üú� áâ ª±§�¦K¥®R¯H¤=¥�¡v¢t§'²8¯-´M©�¥�¡v¢¬¥q¤p¸w¯HÄ«ªº¤�¥�¸ÞÚK¹�§n¨P¥�¢t©«ª±§�§�¥�Õv§'¢zÜ�¨n´!¸Þ§!Æ
� Ç� Ì É �� .�. � � Ç� �¾ � . ê �� ��� � � Ç� �¾ �� ê �� 4&4Ñ� � Ç� �¾ �4 È�ÏvÏ ·�õ Ï Í

Ã §n¶Y¢H§�´!¢�§�R§³Ä�©�¥®þí§�¦K¥®R¯H¤=¥®þ8¥®©�Ý¯� ë�676 Æ� ë�6+6 Éf¦H§�© È � Í .98 4 Éf¦H§�© È �� Í .�8 4 É È �� .�. �� ��� ��54:4nÍ .98 4 È�ÏvÏ ·�õvÓiÍ
´!¢±¦¬¨«§³¤�Äk´U¹�§}©«ª±§ÿ¹�§'¢HÕ1©�ª±¤m¡!ÜD©«ªH§ÿÄ'¡8¡!¨«¦K¥�¢-´M©�§�´$£±§'¤PÂm¥®©«ªRÆ

�¾%µ°É �� .98 �.�.� .�8 �ë�676�; µ È�ÏvÏ ·�õvõiÍ� ¤=¥�¢HÕÎ©«ªH§l� ë�6+6 ´!¢H¦W©�ª±§ÿ¨«§'¤�ÄM´M¹�§³¦º¹�§³¢±Õ!©«ª±¤³»

� Ç� Ì Ém� ë�676�< � =>	? Ç Ém� ë�676 È ��� Ç� ; �. ê ��� Ç� ; �� ê ��� Ç� ; �4 Í È�ÏvÏ ·�õ!ü8Í
Âpªz¥�Ä«ªW¥�¤P©�ª±§ÿ¤=¥�¸ÞÚz¹�§}¤�ÄM´M¹,´U¨m¥�¤�¡1©�¨�¡£Úz¥�Äý¦z¥®R¯H¤=¥�¡£¢t§'²K¯Y´U©�¥�¡£¢¬©«¡wÂpªK¥�Ä«ª¬©«ªH§ÿ¤�¡1¹�¯z©�¥�¡£¢�¸Þ§n©«ª±¡8¦H¤ È ¤�Äk´U¹®¥�¢±Õz»¸Þ§n©«ª±¡K¦¬¡1ÜB¥�¸¬´1Õv§'¤'»/1z¡v¯K¨�¥�§n¨ÿ¤�¯±¸�»H´1¢H¦vx°´!Úz¹�´!Ä'§�©�¨n´1¢H¤=Üö¡1¨«¸ØÍSÂ�§�¨«§Î´1ÚHÚK¹®¥�§³¦�á


