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C(x,t)

    Negative
Second Derivative

Positive
Second Derivative

∂C/∂t < 0 ∂C/∂t > 0

132547698;:=<?>A@CBED�F*GIHKJ;LIMONQP�FRJTSUF)V�F�MOWXFTJ&Y[Z\M*]
H=^�M9N_^�FUNKJ&Y`HKJ;LIMONba*Y5MUc"G F=HdN_efL Jhg�FTi_M9Gkj?J;LIMONCl
mnS_F
GoMC^KHdG�JTLpWXFqY`HKJhFRMU]r^US*HdN_V7F=LIgsa*Y5M9a�MdY[JTLoM9N*HdGdJ(M=JTS_FtG MC^?HdGdghF�^�M9N_ebg&a*HKJ;LuH7G7edF*YvL i*HKJTL i_F

w :�xy:T8�z?{[{[|�}�~�:��Kz*6���:Q�;��:&8;:bz_8;:��,��������z_��2`z?{���:&8�2[�7z?��2[��:���:��C6�z_��25��x�zUxy���7x�:���2��Q:��y:T8�2[�7z_��2[�d:b25x
�;�y:��92[��6y�h25��x�:��C6�z?��25�7x"}r�n��:�����:��&2[���?z?��25�7x��*�#�,��������z?��2�z_{
25xd�;:�4*8&z?��2��7x�����xy�h�&z*xd�;�b���;�y:�~��76�xy��z_8�|
����xy�O2[��25�7x���� zUxy�t��xy:r��2��Q:r25xd�;:�4U8�z?��25�7xq����xy�h�&z*xd�#���;�y:
25xO2[��2`z_{�����xy�92[��25��xy�&� z_8;:r8;:��C692¡8T:��=�¢��:�xt�h�&z?��2�xy4
zt�O8;�7~9{5:��£�v�U8X���U{569��25��x�¤[¤

�r|9�925�Kz_{[{[|�}�~��76�xy��z_8�|b����xy�92¡��2��7xy�)� ¥n¦��&�§{5�C�*¨b{[2¡¨�:UB

© �_ª«­¬ ª«3® � ¬¯©�® ��°T� �*8 ª±²�_ª«­¬ ª«�® � ³"´µ¶¬ ª± ® ��°T� � <?>A·7¸d�



WÑº �������=� 	�

�����D������	����¶	 ��·� ��� �"!���#%$�� &'$�()#�*+�,$.-

ì��Y�)¹ ø �l�c�����V�®����¡,�®�����®�e�H�¢��� ¨ 	i�¢�������z����� �"� ¨ ���Y�����®�c�±���V�³�������1�t�����®�e�H�¢��� ¨ ���� V�Ù�L�Y��£
�c V� ¨ �H��¤
�'�c� ¨ �¢�����c�V�'©r¹¬�c V� ¨ ����¤´����� ¨ � ���D�c�Y�l�H���®�Ò¡` Y�Y�������c�Ö�L¡������±�l���8�e�H��� ¨ �H�l².�H�������' z�,���v²
�c�=�¢�������4������²X�"�'�"©
ª)�z�¢���,���J����� ¨ �¢�����c�V� � ª ø �G	v�����Õ�Õ¡¶ Y�V���������T�L¡ú��².�L���q��²
�����¢î.� ¨ ���®�´²X�H�������' z�,�H�l���V�����L�1���L¡G�����Ö�L¼Q¶� �3º�»yº;¼Oº?ø ÿ ø û 	 ÿnQ û � �3º�»�ºT¼ 	 � º�§��$W9	

���Y�tí1����¤B V����¡` z�J���'�� z�¢�³�"¡����Y� ¨ �¢�� Y�=���c�f���8 X�H�������B£
�����V�Ù�­�¢���V�����®².�������,�H� ¨ �¢�������'�1���,�H�G�'�8 .�������c�
����¾��5¯¿�,´-¯4¸²¾��"µ"��¸²�z© �  Y²V²�������½ � �¾ºHø 	l�L� ¨¶¿ � �3ºHø 	������q£
�L���Ù���"�� z�������Y�����­���Y� ¨ �¢�� Y�=�����B�'�8 .�������c��«.���L���¥��¢�������Y���¢�³�e¥³�����z�¢���,���ú�L� ¨ £
�c V� ¨ �H��¤±�'�c� ¨ �¢�������Y�'¼

� ½��ø ÿ �� � Õ ½��� Õ � º�§���a�	
¥��¢���À¹ ø [ �Ò�L� ¨ ª ø ¼

½ � � ÿÂÁ º?ø 	 ÿ ½�Ã � ø 	Â½ � � ÿÅÄ ºHø 	 ÿ ½�Æ � ø 	¯½ � �3º?ø ÿ pV	 ÿ ½ û � ø 	 � º�§��cº�	
� ¿��ø ÿ �� � Õ ¿��� Õ � º�§�� 0 	

¥��¢���À¹ ø [ �Ò�L� ¨ ª ø ¼
¿ � � ÿÅÁ ºHø 	 ÿ ¿ Ã � ø 	 ¿ � � ÿÅÄ º?ø 	 ÿ ¿ Æ � ø 	 ¿ � �3º?ø ÿ pV	 ÿ ¿ û � ø 	 � º�§�� µ 	

ì��Y�'�­Ç � �3º?ø 	 ÿ ½ � �3º?ø 	 ó ¿ � �3ºHø 	÷���®�­���"�� z�������T¡`�"�¢¹ ø [ �Ò�L� ¨ ª ø ¼
Ç � � ÿÅÁ º?ø 	 ÿ ½yÃ � ø 	 ó ¿ Ã � ø 	ÈÇ � � ÿÅÄ ºHø 	 ÿ ÇKÆ � ø 	 ó ¿ Æ � ø 	ÈÇ � �3ºHø ÿ pV	 ÿ ½ û � ø 	 ó ¿ û � ø 	 � º�§�� M 	

m 7R>[3©h f�É1m 783�78> mÒ� ~=y®7Y: � r 5� ����� ¨ ¤8§+�=���H���Ò���L�� z�������Y�������Y�����H� �¢¤B�"²Y²R�¢¤B�H�l���c�V�´�����Ö�'��© ò·Ö
ì��V� �=���e� ¨ ¤8§+�=�������®����� ¨ �¢�����c�����i���X�H�l���Y�t���"�� R���D�c�T�'���L����������£
�Õ�Õ¡¶ Y�V���������T�L¡ú�����Ö�"¼� Q��ø ÿ p � º�§ / p�	��ÊhË :$0�+@'1�g#&%?0�)C+@KCIÍ217�)
¢u+
'1#&%?�õ;�'�2*2�K�%J#&0G3
%P%,+5A
2*'1=/'�+¤2<0�+-%/.�LQ!}2<%?0�.
2*I,8{)$7Z�"+-%H0G35IÂ�"+-0�+-%J�
7�2�!
+
'17�)$�J�":$7�!
2<3sK�%%,+¶A�%H=�+-%H3�Ì,'�)P+
:$%>�"+
.
'1=/+ �
%/)$�
% Ì,'�E¿+
:$% K�7�!
)$3
0�.
IP=?7�)$35'*+
'<7�)$�(0�.-% Eo!
)$=/+
'17�)$�¦7�E�+
'<#¥%bL



��������� 	�

������������	�����	 ���� ��� �"!���#%$�� &'$)(�#�*+�,$.- W 0
� �z«"���³�����Ñ���³�=���Ö²z���¬��°X�L�Ö²z���v�L¡����c�Y��§ ¨ �D�±�'�Y�=�����.�H�z²R���c£R����� ���4�iî.�z�¢��� ¨ ���Ù������«H¥��¢���´ V�z�¢¡`�"���

¨ �¢�� V���¢í8�¢��¤B�"� ¨ 	��¢�������R�����R¹ ø �'¼
¹¬�c V� ¨ �H��¤±�'�c� ¨ �¢�������Y�'¼Q
� � ÿ p ºHø 	 ÿ Ã û Q¶� � ÿ R ºHø 	 ÿ ÃÎÍ � º�§ / »
	

� Q��ø ÿ p ÿ �� � Õ Q��� Õ � º�§ / ��	

ª)�1�����L�'�����®���Y�'�"¼

Á ò ÿ � Q��� � º�§ /c/ 	
ª+�1���'�"���H���t�"�1�H����«

Á ò � óÏÁ û ÿ Q
� � 	 � º�§ / W9	Ë �D Y�����Þ���V����¥l�T£
�c V� ¨ ����¤ �'�c� ¨ �¢�����c�V�Õ�L� ¨ ���"� íÑ��¡¶�L� ���V����¥l�T Y�R�z�Y�e¥³�Y�'« Á ò �"� ¨ Á û «����TîX� ¨
���Y�t�=���e� ¨ ¤������e� ¨ ¤8§+�=�'����� �'�c�V���'�1�����H�������T²z���LîY���L¼

Q¶� � 	 ÿ Ã û÷ó Ã�Í � ÃrÐR � � º�§ / a�	
ì��Y�t�=���e� ¨ ¤8§+�=���H���³¯X R°f�"�����c���l���Y�Ò�����L���c� � p º R 	�«�� � � 	 ÿ����� Ã Í � Ã ÐR � º�§ / º�	
���� Y�R�¢¡¶�L���B©
¸R�"���"�Y�L���Y���4�=���Ö²z���T��°X�"�Ö²z���Ù�"¡ �è�=���e� ¨ ¤ �=���H�������"�� R�����c��«v�� Y²Y²
�����Ö���V� ¨ �¢�� V�=�¢í8�¢��¤;���4�Y�e¥ �

¡¶ V�Y�������c�f�"¡������Y�'���1�����H��������«z���Y�'�����Y�t�=����� ¨ ¤8§+�=���H���Ò���8 .�������c�f£
���'�c�Ö�'��¼

� Q��ø ÿ p ÿ ���� ����-Q 	 � Q�4� � º�§ /Ñ0 	

ª)�1�����L�'�����®���Y�'�"¼

Á ò ÿ � �-Q 	D� Q�4� � º�§ /cµ 	



W µ �������=� 	�

�����D������	����¶	 ��·� ��� �"!���#%$�� &'$�()#�*+�,$.-

ª)�1�����L���H��� �L�Ñ�����

Á ò ÿ
�ÒÑCÓÑdÔ ����-Q 	 � QR � º�§ /�M 	

¥³�R�����B���V�e¥Ò�¬���.���

�� � � 	 ÿ�� � � Ó� Ô �£�-Q 	 � QR � º�§-WVp�	
�´ V���l£
� �����V�������¢�¢¤T��� ¨ ��²
�'� ¨ ���1���"¡ � �L���¢�³�´ Y�=�l£��Ò¡¶�L�³�=����� ¨ ¤��=���H��� ���L�� z�������T���f�c�Y� ¨ ���Ö�'�Y�=������©


